Formulario de Precálculo. 


E; 


Los Números. 


1. Leyes de los exponentes y radicales. 


a) amngr = ¿min b) (ama E gan 


9) 


an = ya h) 
E 


c) (ab)” = any” 


ra qn qn 


¿m/n Y Yan 


2. Productos Notables. 


3. Teorema del Binomio. 


a) Binomios Conjugados: (1 + y)(x — y) = 2? — y? 

b) Binomio al Cuadrado: (x + y)? = 2? + 2xy + y? 

c) Binomio al Cubo: (1 + y)? = 19 + 32?*y + 3xy? + y? 
d) (2+y*=x+2ay + y? 

e) (2-y=x0 -22y+y 

P (2+y=03 +30%y+30y? +y 

9) (1- y) =x* -32%y+32y? - y 

A) (2+y!=x3 +42 +64%y? + 4ay3 + y? 

i) (ay =2*-40y+62%y? —42y? +y! 

j) (2+y =P +50%y+1008y2+104?%y3+52y1+y? 
k) (uy) =13—51ty+100%y?- 10124 +5xy*- y? 


Sea n E N, entonces: 


(1 +y)" = 


n n! 
Nota: (+) = Cp = n="! 


4. Factores Notables. 


a) Diferencia de Cuadrados: 1? — y? = (2 + y)(x — y) 
b) Suma de Cubos: 13 + y? = (2 + y)(2? — xy + y?) 

c) Diferencia de Cubos: 2% — y = (2— y)(1? +2y+y?) 
d) Trinomio Cuadrado Perfecto: 12+2xy+y?* = (2+y)? 
e) 12? y? =(2— y) (1+y) 

f) y =(2- y) (1? +2y+y”) 

9) + y? =(0+y) (2? — xy + y”) 

h) 1% — y = (2 y) (2 +y) (27 + y?) 

y y =(2 y) (1 + 2y+20y? + ay? + y?) 

3) + =(0+y) (14 ay +0%y — ay? +y*) 

k) 294? = (2 y) (1 + y) (2? +2y + y) (2? — ay + y?) 
) 4 ay? q yt (a + ay + y?) (2? — ay + y?) 
m) 1 +4y*= (1? -22y +24?) (1? +22y +2y?) 


5. Leyes de los logaritmos. 
a) log, (PQ) = log, (P) + log, (()) 


Es (5) EE SiO) 


c) log,(Q”) = nlog, (Q) 

d) alg, (x) =x 

e) log, (a?) = x 

f) log, (1) =0 

9) alega (a) =1 

h) log(x) = log¡0(x) 

¿) In(z) =108.(2) 

j) Cambio de base: log, (Q) = e 


2. Soluciones Exactas de ecuacio- 
nes Algebraicas 


6. Soluciones Exactas de Ecuaciones Algebraicas. 


a) La Ecuación Cuadrática: ax? + bx +c= 0 tiene 
soluciones: 
—b + yb? — 4ac 
2a 


—4ac se llama discriminante de la ecua- 


Li 


El número b? 


ción. 
i) Si b? — 4ac > 0 las raíces son reales y diferentes. 
ii) Si b? — 4ac= 0 las raíces son reales e iguales. 
iii) Si b? — 4ac < 0 las raíces son complejas conjuga- 
das. 

b) Para la Ecuación Cúbica: 2% + a13?+bx+c=0 
sean: 

gaia _ 9ab— 270 — 2a? 
A M 54 


S=W/R+VQ8+R?  T=x(R-VQ+R? 


Entonces las soluciones son: 


a (E E): 


e al 


El número Q9+R? se llama discriminante de la ecua- 
ción. 

1) Si Q3 + R? > 0, hay una raíz real y dos son com- 
plejas conjugadas. 

1) Si Q3 + R? =0, las raíces son reales y por lo me- 
nos dos son iguales. 

iii) Si Q9 + R? <O0, las raíces son reales y diferentes. 


3. Funciones Trigonométricas. cos*(A) = 3 cos(A) + 1 cos(3.A) 


3.1. Relaciones entre Funciones  Trigo- sen*(A)=$- 3c0s(24) + ¿ cos(14) 
nométricas. 


cos*(A) = ¿+ 3 cos(24) + ¿ cos(4.4) 
sen?(4) + cos?(4) = 1 sen" (A) = ¿sen(A) — $ sen(34) +  sen(5A) 


cos*(A) = ¿cos(A) + $ cos(3A) + y cos(5A) 


3.3. Suma, Diferencia y Producto las Funcio- 
nes Trigonométricas. 


sen(A) + sen(B) = 2sen (442) cos (452) 
sen(A) — sen(B) = 2sen (452) cos (442) 
cos(A) + cos(B) = 2cos (452) cos (42) 
cos(4) — cos(B) = 2sen (442) sen (E34) 


3.2. Potencias de Funciones Trigonométricas. 
sen(A) sen(B) = 5[cos(A — B) — cos(A + B)] 
sen?(A) = 


cos(A) cos(B) = 5[cos(A — B) + cos(A + B)] 
cos?(A) = 1 + 3 cos(24) 


sen(A) cos(B) = ¿[ sen(A — B) + sen(A + B)] 
senó(A) = ¿sen(A) — i sen(34) 
4. Funciones Hiperbólicas. 
L_ ¿Lt 2 
Seno hiperbólico de  = senh(=) = —=— Cosecante hiperbólica de x = csch(x) = == 
: 21 enqeot : 2 a 2 
Coseno hiperbólico de  = cosh(x) = ot Secante hiperbólica de  = sech(1) = Eq a 
: AS EnN=e rt ; 0 El paa 
Tangente hiperbólica de  = tanh(x) = oa Cotangente hiperbólica de  = coth(2) = ==; 
er+e er—e 
4.1. Relación entre las Funciones Hiperbólicas. 
senh(x) 1 h?(x) — senh?(x) = 1 
tanh(x) = sech(1) = —— cosh* (1) — senh”(x) 
anal) cosh(x) () cosh(x) 
1 sech"(1) + tanh*(1) =1 
1 h esch(1) = ——= 
coth(1) = == = sota) senh(w) coth*(x) — esch*(2) =1 


Formulario de Cálculo. 


Derivadas. 


En este formulario: k,c € R son constantes reales, f = f(x), 


u=u(x) y v=v(x) son funciones que dependen de zx. 


Fórmulas Básicas: 
Función: Su Derivada: 
P=k f=0 


Linealidad de la derivada: 


f=k-u F=k-u 
f=uxv PSU 
f=k-utc:v Ff=k-uzxc-v 


Regla del Producto: 
f=u:v 
Regla del Cociente: 


u v-u—u-v 


A qe 3 
Regla de la Cadena (Composición de funciones) 
f =u(x) o v(z) f' = [u(v(=))P- v(z) 

Regla de la Potencia: 
f=w 

f=k.v" 

Funciones Exponenciales: 
f=e" Pera 
f=a" F' =a" .In(a) -u! 


Funciones Logarítmicas: 
f =1n(u) == 
u 


f =1l0g, (u) a 


Una Función elevada a otra Función: 


vu 


f=uw Ff=w [vw -In(u) + 


Funciones Trigonométricas: 


Función: Su Derivada: 
f = sen(u) f' =cos(u) - u! 
f = cos(u) F'=—sen(u) - 
f =tan(u) F' =sec*(u) - u' 
f =csc(u) F' = —csc(u) cot(u) - u' 
f = sec(u) F' =sec(u) tan(u) - w 
f = cot(u) f'=-—csczu) - w 
Funciones Trigonométricas Inversas: 
Función: Su Derivada: 
u 
= arcsen(u "==; lu<l 
/ (u) 1 al 
/ 
u 
= arccos(u "===; lu <l 
: (u) a 
vu 
=, b l=z 
f =arctan(u) F eo 
2 
f = arccsc(u) Ff=- El 
uy u? — 1 
vu 
= arcsec(u '=—R=; lu >1 
 =arescc(u) re E 
/ 
f = arccot(u) f= aa 3 ful > 1 


Funciones Hiperbólicas: 


Función: Su Derivada: 

f =senh(u) f' =cosh(u) - u' 

f = cosh(u) f' =senh(u) - u/ 

f = tanh(u) f' =sech(u) - w' 

f =csch(u) f' = —csch(u) coth(u) - u' 
f = sech(u) f' = —sech(u) tanh(u) - w 
f = coth(u) f' =—csch"(u) - u' 


Funciones Hiperbólicas Inversas: 


Función: Su Derivada: 
f = arcsenh(u) q => — 
f = arccosh(u) f'= += Jul > 1 
f = arctanh(u) == 1 de O E 
f = arccsch(u) q ER ; uZO 
/ 
f = arcsech(u) PAZ 0O<u<1 
f = arccoth(u) q= 5 Jul > 1 


Integrales. 


En este formulario: k,w, C € R son constantes reales, u = u(x) 
y v= v(x) son funciones que dependen de zx. 


Fórmulas Básicas. 

1) f0dx=C 

2) fkdx=kx+C 

3) f(k-utw-vjdi=k fudz+wfude+C 


nel 


n+1 


4) Regla de la potencia f u”du = para n 4 —1. 
5) Regla exponencial f e“du = e” 
6) Regla logarítmica f In [lu] du = u ln Ju] — u 

as 


In(a) 


d 
8) JE =1m1u +0 


7) fardu= +C 


Trigonométricas. 
9) fsenudu = —cosu 
10) f cosudu = senu 


11) ftanudu = In[secu] = — In[cos u] + C 

12) fcotudu = Insenu 

f'secudu = In[secu + tan u] = ln [tan (4 + 5)] 
14) f cscudu = Infesc u — cotu] = In [tan $] 

15) f sec? udu = tanu 


) 
) 
) 
13) 
) 
) 
) 


16) fesctudu = —cotu 


17 El tan? udu = tanu—u 


18) f cot? udu =—cotu—u 


añ 2 —u_ senZu _ 11[, _ 
19) f'sen*udu = 4 — 22 — ¿lu — sen u cos u] 
Y 8 sen 2u ij 
20) f cos? udu= 3 + 24% — Hu + sen u cos u] 


21) f'secutanudu = secu 


) 
) 
) 
) 
) 
22) f cscucotudu = —cscu 


Hiperbólicas. 
23) f senhudu = cosh u 
24) f coshudu = senh u 
25) f tanhudu = In[cosh u] 
26) f cothudu = In[senh u] 


27) f sechudu = sen”? [tanh u] = 2tan”*[e*] 


28) f eschudu = In [tanh 3] = —2coth”* [e] 


29) f sech”udu = tanhu 


30 08 esch?udu = — coth u 
31 f tanh? udu = u— tanhu 


32) coth? udu = u — cothu 


senh 2u u 


2 


33) f senh? udu = 


senh 2u 


2 u 
34) f cosh? udu = +%= 


35) f sechutanh udu = —sechu 


) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 


36) f cschucothudu = —cschu 


Integrales con au + b. 


3 [senh u cosh u — u] 


3 [senh u cosh u + u] 


37) J 4 = ¿ln (au + b) 

38) $ ¿E = 2 ¿2 In(0u +) 

39) f Cdu — lot _ 29at0) y ln (au + b) 
41) J Ha (525) 

a ar A) 

8) y = 

44) A) 

45) a = apo — A — Yin (au +0) 


L + 5 In 


du = 
IN 


du =G 
47) S u2(auto)? — b(auto) bu 


48) S a = 


-=1 
2(au+b)? 


(5%) 


h + Bn (8852) 


2 2 
SCS a 7 a + a In (au +) 


au+b 2 
51) f (au+b) du = Lamar? 


52) f (au +5)" du = Cno” paran % —1 


hoya +2 


n au, b(au+b)”+! 
53) fu(au+b) du = EG AS 


au+b)”+3 au 2 au al 
54) fu? (au +b)” du = A a y a a 


para n 4 —1,-2,-3 


55) fu” (au +b)” du = 


uml (au+b)” nb m n—1 
m+n+1 EN m>+n+1 of u (au E b) du 
os yn (au+b)” +! mb POE L( 
sl (m+n+1)a e (m+n+1 el u (au + by" du 
—uP+ (au4byr +! 


(n+1)b (n+1)b 


Integrales con yau + b. 


56) S — = 2 Juto 


Mt 


2(302 u?—4ab u+8b?) 


8) $ 12 + EG 0d 
qe E ln ( A) 
59) 0 du LS Vb au+b+vV/b 
ERAS 2 —-1 au+b 
755 tan —b 
) S du == _ yautb Zf du 
u2/au+b bu 20) uYautb 
61) f Vau+b du = EE 
) fuyVau+bdu = E 20 (au +) 
2.2—1%a0bu 2 
63) fu?yau+bdu = ¿Up _ q) (au +.) 
yvau+b 7 
4) [AL du= 2Vau+b4b $ 2 
yau+b aut+b a u 
65) $ Cda = A 3] 
qe _ 24” yau+b 2mb 
) lS rre al Em+Da — (Qm+Da Sk du 
du E vVau+b 2m-3)a du 
67) S umyYaujo — (m-=-I)jbum-I A um Vautb 


) fur Yau + bdu = aya (au + b)9/2 
— E SU GT 


y au+b 


vVau+b du 
69) Edu = sa —(m 1)um=1T + E 2(m-1) 0 um-1Vau+b 


+ 3/2 
QU Va tb dy, = e A _ (Qm-5)a El Ya ed 


1—1)bum=1 E 2)b 


para n A —1,-2 


=h min E fur (a4+b) + du 


2(au+b)0m+D/2 


71) $ (au +8" du = Anto 


72) fu(au +5)7/2qu = A paravA 


2b(au+b)M+D/2 


a2(m+2) 


Ab(autb)m+D/? 


ad(m+4) 
74) JADE q — AE y PEA 
A a 


76) S ay = 


Integrales con u? + a?. 


79) [ Hb =u-—a tan! 2 
3 2 Z 
80) / 45 =% -— Ln (u? + a?) 


8) St = 2 (a) 


82) J CEET) == O e > tan”? er 
S du el _ In ( ue ) 
u(ul+a? 2a2u2 Za? u2+a2 
d 1 =- 
80) arar = 2er stan? 
d -1 
85) S UA Fa2yz = 2(u2+4a?) 
24 a 1 E 
86) S rr zo — A +a7 A Za Lan Pa 
3 2 
87) f OS = CET] 00 3 In(u? +42) 
d se 1 1 ? 
88) yl AZ 2 — 2a*(u2qa?) EN 3,7 1 (55) 
d ae 1 3 il, 
8) [HRS A am zas ten? E 
d 1 1 1 2 
90) ¡ata = te - m0 Mm (2 


taa + bf du 
bm-2(au+b mM-D/2 1 BJ u(autb) m-D72 


) 


du A u 2n-3 du 
9) $ aña = zona + o > 


udu Esa 
9D) Sa NARA 


3) $ == = 1 aii f du 
u(u2a?)” E)  2a*(n—1)(u*+a*)"> ar) ulu2qa2)n-T 
) S u”"du _ uu” du a. M2 day 

a SS a CATO 


du e e du RE du 
95) arar E A pd 


Integrales con u? — a?. 122 ía = 22 + am (E) 
96) $ o = Ln (52) =—Looth Z 123) | = 125 
2 
97) f 22, = Yin (u? — a?) 124) | br = qa - (E) 
3 2 
98) S Ldx =u+ 810 (52) 125) $ y = qt + 3 (a? — a) 
3 2 2 126) S du a 1 apo 1 In ( au? ) 
00) [He E ina?) o ta a (a 
du A u?—a? 127) S e == +3 + 2 In atu 
100) f ¡LL = dm (eL TO 2 Y zas 
du E 1 1 1 ue? 
100) lay = de + ato (252) 128) Soto de tia + (Er) 


129) S 4 —- = A + 2n-3 J dx _ 
pe u (a2—=x2) 2(n—1)a2(a2—22)"=1 (2n—2)a2 al—=qa2yn 1 
A) (=Da?(a2=a?) (22?) 


xdx _ 1 
130 GQ = ea 


103) S lar = sta — adn (454) 
a Integrales con y/u? + a?. 
10) A = 


3 $17 +0Pdu= mae ta 4 ln (u+ ul + a? 
132) fuVaT Y aZda = LA 

2 213/2 
133) futyu2 + a?du = aereo _ Lu z Fa 


3/2 


== tb 
2(u2—a?) 2 


107) a 22023 +22 ln (47) 
( ) 20 ) “in(ut VETO) 
na OS 7 - E ln ($55) aa? aula? y? 
) JS u2—a2) atu  2aX(u2—-a2)  Za3 uta 134) fuévarE arde = E, 0 ( an ) 
109) S CEET = 27 > 27 + + 1n (24) 135) yl EEE = ln lu + Vu? + a?) 5 senh”* z 
da, = 2n du udu pe 2112 
10 ¡at oo ra 0 AV Pa 
u“ du uyvVu?+a a? 
111) af a = IA 137) Ñ ai == RETO TEE = = ln lu + u? + a? 
qu 1 u du (u aye 2 3 3 
112) ) ¿dea = aaa A 138) $ 4 y = 2 Pu? a? 
a — a u24a2 
113) ) ¿27 = ¿EA ¡ES 139) MiS reia ) 
10) | tr=ial torta M0) A+ HE 
141) S 1 = a + 7 ln (Es) 
Integrales con a? — u?, u? < a?, ura 2 2 
149) [ LL du =yu2+a2—aln =—] 
115) SH = A In(%) =2tamh 2 
d 1 143) $ LL du =-—- DAL + In (u + Yu? + 0? 
udu___1 2,2 
116) dl afuz — 2 In(a u ) /u2+a?2 ula? 1 de uazaZ 
144) [E ¿Edu = AE — 3 ln (A ) 
117) E) Ñ 
54 Aa 145) f vaa S ara 
118) f [dy —-4£ - Lin(a? — qu? ES ] 
) at—u 2 2 ( ) 146) f —a Es == 
du e u? 
119) S u(at—u?2) o ln (2%) 147) ME — = ISE + In (u+ Vu? + a?) 
q =3 z atu ul du a? 
120) Saa = rn es) 148) far = VB +04 
120) Jptt =—ade + e (E) 149) $ Er = ar an (EEE) 


150) / == = “GE -— 


(u24a2)372 aNETZ 
ui (u2qa2y 37? 20242 Vu2+a2 2a1Vu2+a? 


+ ++ ln (zz) 


u(u4a?y e 
E ES 


152) f (u? + aye du = de saturar 


+ ¿at ln (u + Yu? + a? 


a? a? 5/2 
153) fu(u? +a2)W du = ia 

ulu?ta? 5/2 aulul+a? 3/2 
154) Ju (12 402% du = HE (unta?) 


— a3ln qa 


arar? 
Ie 


+ 3242 In (u + Vu? + a? 


3/2 
(u24a?) 3uyu24a2 
o a 


2 213/2 
180) y E du = Y a +3vu2 40? 
— 2aln (alza) 


Integrales con yu? — a?. 
= In (u + y/u? - a?) 
159) f 4 = Yu? — a? 


Vu2—a2 
UE y ln (u + Vu? — a?) 


158) / 72z 


160) | 4H = 


a 


161) _ (2-2)? 2 

) AZ Js = 3 + ayu? — a? 
162) f E == ¿sec? (2) 

168) faz = “as 

104) SM EE 4 see (2) 


165) [Vi2=027 du= 4 — Lin (u+ 42 a2) 


o 


166) fuyu? — a?du = (e A —Á 


2 2y3/2 
) ae 


167) [u2Yu2— aZdu = a 


a? 2 2 
- Ein (u+ ua 


2, ,2y5/2 2/,,2 213/2 
168) fu?yu? — azdu = ETAPA pe (u o ) 


169) [ AZ qu =yu2= a? —asec! % 


170) [ 4GLdu=-LEL 4 ln (u + Vu? — a?) 


A 


17) | > =- 72 
173) f EEN E —— 
A A) 
175) air == 
16) Si jaa ase 
177) f A = AE — TA 
179) f (u?— a dy HUETE - 

+ ¿2a1 In (u + Vu? + a?) 
180) fu (u? dN ay? a = pepa 
oa E O 

— Calz y ln (u + 42 a?) 
a ay EA ARA" 
183) f adas du = ta a Vu? — a+ aósec! 
a - u 

184) f UE on PS y duyara? 

- 34? ln lu + Vu? — a?) 
185) ED dy > AE y AZ Bata 

Integrales con ya? — u?. 

186) f OS =sen”! 
187) $ 25 =-V84-=8 
188) S 45% =- ula y e gen” 12 
189) / ETE [Ca — ay a? — u? 
190) $ bt = An Ez) 
190 AE 
192) | SA Em) 
193) [Va du= “EE y 2 sony! z 
HA 
195) [ u2yVa2— u2du = EY” ura EE y o! 


2 ¡2 5/2 (a 2 3 
196) fuéya — u2du = Ca 3 E ( n )? 


197) [Adu =vVa2—=u2—aln ¡| 


198) S a du == o. —senTiz 
199) S —_— du= GE y ln (EZ) 


200) $ an = aya 


00 aa = ya 
2 
202) Glam = 742. sen” 


E] pe 
203) $ ar VE 


204) $ —_— 


u(a2—u2)9/2 E 


205) a AE 


206) J = an E ree 


(Ez) 


du 
u3(a2—u2)y02 


aa? 5/2 
208) Ju(e 12) qye A 
/2 ula?—u2 5/2 aula?—u2 3/2 
209) Jutta? u?) du =-— ( E ) ( 31 ) 
a uy ad—u? a ad u 
Es 16 + sen” E 
aya? a? l(a2a2y/ 
210) Jue as y gy a) - ( : ) 
a?a2 y? a?au2y?/ 
211) yl 1) dl 0 + aya? — u? 
— a? ln (vet ) 
ada? 3/2 ada? 3/2 
212) f ( ES du = e _ eS A + 30? sen”! 
ea Al? ata 2 2 2 
218) pe da se) dia Ed — Va E 
+ 50 ln AS 
Integrales con au? + bu + c. 
2 tan”! ( 2au+b ) 
Vtac—=b2 Vtac—=b? 
214) S =—É se 
1 2au+b=v4b2—4ac 
V b2—4ac In (te =) 
25) air = a ma +bu+c)- 2 rre 
216) f a = — Ln (au? + bu + c) 


E db? Zac y du 
2a2 au2+bu+c 


du ll u? e du 
217) S u(au2+bu+c) — Le ln (a) 2c S au2+bu+c 


du =$ au? +bu+e e 
218) $ u2(aul+bu+c) — 20? In ( u? cu 


b?-2ac du 
P 20? S au?+bu+ec 


du en 2au+b 2a du 
219) S (au? +bu+c)? — (dac-b2) (au2+bu+c El dac—b2 y au? +bu+c 


udu al buj2c a 

20) (ro = aro 
(6? —2ac)u+bc 2e du 
a(4ac+b2)(au2+bu+c) + 4dac—b2 dl au?+bu+c 


u du == 
20 lar 


db 


du 7 1 _b du 
222) S +bute)y? — 2c(au2+bu+c) 2c (au +bute)y? 


u(au? 


1 du 
+ Cc dl u(au2+bu+c 


du a al _ 3a du 
223) 0 u2(au2+bu+c)? cu(au2+bu+c) C J (au? +bu+c)? 
22 les 
C u(au2+bu+c) 
m-—1 -24 u”—1du 


224) f u"du  _ _u -2f 8 =*f 
au2+bupe mz=1)a a au2+bu+e a au2+bu+c 


du PER du 
A er o e er ete reo 


2 0 du 
cJ ur=*au?+butc) 


Integrales con u* + a?. 


2 
226) di A NN — ln A + =ñ tan”! eri 
ude 1. u?—aut+a? 1 —1 2u-—a 
227) 13 xaS — ba azar + 3 tan a 
228) $ ¿Ett = Fin (u? + a?) 
du Ze sl u? 
22) $ stas = 35M (247) 
A 
(uta)? 


231) S AY al Zaira + Sas 


—1 2u-a 


2 
+ 305/53 Yan 5 


udu e u? 1 u?—auta? 
232) al (u3qa3)? — 3ad(u3+a3) + 18a* ln (u+a)? 
1 —-1 2u-a 
+ 3atYV3 tan av3 


u? du 1 
233) (u3 y — 3 (u3a3) 


+a3 


234) uta” = o) 

235) $ a MATAS) 30 S Ae 
236) a = un -aj o da 

23) | HE = 0 33-425 


b S du 
dac—b2 au?+bu+c 


3 3 u? usen(2au cos(2qu 
Integrales con u? + a”. 261) f usen?(au)du = e? - 2000) _ e 2 
sen(au aqu 7 au 3 
238) $ a = 27 a ES ES) 262) Edu = au 3 e 


-— [tan (1 = 2) — tan”! (1 + 1/2)| 263) S senta doy = — senta) y af cos(au) cos(au) q, 
264) f du l In [csc(au) — lea SS l In [tan (2)] 


sen(au 


E 2 auvV2+a? 
239) $ ¿lt = Lg ln (uta) 


265) [ L-= 


sen( 
a 0 [tan”! (1 2) — tan”! (1 + 2)! m% la 22911) B, (au) 29+1 
= 73 0u+ Fw ++ Pn+D] Po. 
240 du AS A 1 In (E) 
) S uz (ut4a*) atu dady2 u?4+auy24a? 266) S a 7 2 cot(au) 
+ ] [tan”! (1 E 2) == tan”! (1 + 2)| cos(au 
dois d 267) reo] senóíau) — E Aa A [tan ($ 2 ,)] 
3 
241) $ 2% = ln (ut + a sen sen 
) $ ar 3 (u di ) 268) aÑo sen(qu)du = soda ¿1 cota ] 
u ut 
242) Y ti = a ln (Ex) 269) f Ly =Han(7 +2) 
243) | Air atan de 270) $ o = tan (q +4) + ¿2 Insen (4 — $) 
du ba 1 T au 
244) $ RO! = 2.2 == 77 tan”? e 271) $ +sen(au) > tan E 5) 
du T_ 2 To 
245) a = 13 ln (52) = 73 tan”! 2 272) ab +sen(au) a tan (5 2 ) ae q? In sen (5 + 2 ) 
lc e: 273) $ lp — de ton ($4 38) + ¿tan? (34 9) 
246) ui—=ad — Za? In (55) de 1 T aL L 31% ar 
10 uy = a ta(3-E)- gta (q- $) 


ele 


247) Y Pl dm (252) + tan! 
Integrales con cos(au). 
248) u"de + In (ut - at) ) 


ui—al 


275) f cos(au)du = LED 


a 


219) $ ti = rn) 
276) f ucos(au)du = cos(gu) + ssen(on) 


250) [Aa = ht e 2) + frtan 2 
mé ear Mn (a) + 20 iZ 277) fu? cos(au)du = 2 cos(au) + (E - 2) sen(au) 
251) | de dr + ln (654) E 
$ (ar — rat + 1 ia 278) f u* cos(au)du = (2 - 2) cos(au) + (E - 2%) sen(au) 
Integrales con sen(au). 279) fu” cos(aw)du = =D — 2 fur sen(au)du 
cos(au) 280) fu” cos(au)du =— ES y mu” cos(au) 


252) fsen(au)du =-=+= 
mi 1) n—2 

ecosia), - 235 Ju” “cos(au)du 

253) fusen(au)du = senta) _- sesalgd) ] (au) 


2 281) f cos*(au)du ES z Hp Sence) 
2 2u 2 e 
254) fu? sen(au)du = H sen(au) + (3 = 2) cos(au) e 
282) f cos*(au)du = SY) _ sen (aw) 
NN 6 5 Gu 2) 
255) fu? sen(au)du = ES 2) sen(au)+ ($4 — ) cos(au) 283) f cos*(au)du = X + sen2(au) | Senataio 


da 
256) fu" sen(au)du = EE 4 2 fu cos(au)du 284) f ucos?(au)du = Y + “sen2en) y a 
257) fu” sen(au)du = — costam) + a sen(au) 285) f cos(4t) y, =ú COS fauno aa Ñ 
- nd fun-2 sen(au)du 286) / cos(gu) yy = pe CA af sen(au) e 
258) f'sen*(au)du= 3 sena) 287) f ON] = Ln [sec(au) + tan(au)] = ¿In [tan (4 + 2)] 
259) f sen*(au)du = — sostaz) + as (8) 288) f ON] = 
200) entauja = 3 — Ei y e) 


289) f Aa = mal 
290) $ a = metes + aa Mn [tan (q +5) 


291) f cos(aw) cos(pu)du = 2lendl _ senllatoW] 


2(a—p) 2(a+p) 
292) S A au) a cot PA 
293) S O] =-—- Zcot E + = Insen $ 


294) ib A au) ¿ tan S 


295) f OO] = U tan Y + %Incos Y 
d A 1 1 3 
296) Y dx” = 724 Cot $ — gg Cot NN 


E! 3 
297) f Gas” aya = 2 tan + — tanó e 


Integrales con sen(au) y cos(au). 


298) fsen(au) cos(au)du = sen (60) 


299) fsen(pu) cos(qu)du = _ cos[(p—q)u] _ cos[(p+9)u] 


2(p-q) 2(p+4) 


300) f sen” (au) cos(au)du = o 


301) f cos”(au) sen(au)du = a 


302) f'sen?(au) cos*(au)du = 4 — son slam) 


303) dE SEDEGON 5 ¿In [tan(au)] 


30) a 


l: 


305) osa) = ¿1 [tan ($)] + 27 
306) f 


m _ 2cot(2au) 
sen?(au) cos?(au) a 


307) Y ELLO qu = 20 4 Lin [tan (8 +3) 


308) f cos” (au da 


sen(au) 


cos(au) + z In [tan (2 


wl|2 
A 
ES 


du au T 
309) ' aia) = 27 ten (% + $) 
310) ato = 4 32 In [sen(au) + cos(am)] 
311) / A =335+ >= In [sen(au) + cos(au)] 


Integrales con tan(au). 
312) f tan (au) du =—¿ In cos(au) = E Insec(au) 


313) ftan*(au)du = 7 


314) ftan*(au)du = pco + 2 In cos(au) 


315) ftan”(au)du = bu — f tan”? (au) du 


”+1iau) 


316) ftan”(au) sec*(au)du = me 


¿In [tan (4 + 2)) — ay 
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317) f tl du = l Intan(au) 

318) f 17 = 3 Insen(au) 

319) f utan?(au)du = “220 4 L1n cos(au) — e 
Integrales con cot(au). 

320) f cot(au)du = 2 In sen(au) 

321) f cot*(au)du = — Sot(au) - 

322) f cot*(au)du 2004) — 1 Insen(au) 

323) f cot”(au) csc*(au)du = A 

324) f e du = —1 In cot(au) 

325) f EGO] = —L In cos(au) 


a? 


aecoMian) E > Insen(au) — + 


326) f ucot*(au)du =— 


327) | cot"(au)du =-— 242 (aw) 


ma — $ cot”"*(au)du 


Integrales con sec(au). 


328) f sec(au)du = 2 ln [sec(au) + tan(au)] = 2 In tan (4 


329) f sec*(au)du = tente) 


a sec(au) tan(au) y 2 In| 


330) f sec*(au)du 


331) f sec” (au) tan(au)du = LeD) 


na 


332) di du a sen(au) 


sec(au) a 


333) fusec?(au)du= ? tan(au) + 5 In cos(au) 


334) f sec”(au)du = E 


a(n—1) 


Integrales con csc(au). 


335) f csc(au)du = L In [esc(au) — cot(au)] = In [tan 4] 


_ cot(au) 
a 


336) f csc*(au)du 


337) il esc3(au)du _ csc(au) cot(au) H - ln (qu) 


2a 


338) / esc” (au) cot(au)du = —- EL 


na 


co 
_ ucot(au) 


340) f uesc*(au)du + 2 In [sen(au)] 


341) fesc”(au)du =- E 


a(n—1) 


sec(au) + tan(au)] 


sec" “(ar tan(aw) 4 12 $ s0c7-2(au)du 


A 


Integrales de Funciones Trigonométricas In- 


versas. 


342) f'sen”*(u/a)du = usen”! (u/a) + Va? — u? 


343) fusen”*(u/a)du = (5 - 2) sen" (u/a) + 


344) fu*sen”*(u/a)du = e sen” +(u/a) + 


1-3(u/a)? 
2-4-5:5 


345) S pue) du = A + feta + 


346) f $0 qq = 5 u/6) Lp (en/z=z) 


347) f (sen”* 8 du =u (sen”? ae —2u+2Va7— usen”! 
348) ) fcos”? (u/ajd UU = UCOS 12 - =p, 
349) fucos”(u/a)du = (5 a 2) cosTl a — rar 


350) fu?cos”*(u/a)du = e cos” 


351) [ 2210 doy = E nu) — f 2/0 qu, 


9 


352) f E ra E, de l1n (és) 


(u2-2a?) Va2=u2 


1-3-5(u/a)” 
+ Sr to 


u 


a 


353) f (cos”! aaa du =u (cos”! 8 — 24-24 a? — u? cos”! 2 


354) ) ftan”? L(u/a) — 


> (u? + a?) tan”+(u/a) — 


(u/a)du = utan” S In (u? + a?) 


L(u/a)du 


355) futan” 


qu 


356) fu? tan”*(u/a)du = e tan"(u/a) “44 £ In (u? + a?) 


LL du = (u/a) — 


an u/a)? u/a)? 
357) f* COSNCCES 


358) f EX qq = 


359) f cot”+(u/a)du =ucot"*(u/a) + $ In (u? + a?) 


360) fucot”*(u/a)du 


au? 
6 


361) fu? cot”*(u/a)du = e cot”*(u/a) + 2É— 


tan"!(u/a) du 


u 


362) [ LAY du = Emu / 


363) ji cot(u/0) q, 7 pco + in (55) 


(u/a)” 
72 


ita 


—Htan”*(u/a) — + In (E) 


l (u? + a?) cot”+u/a) + E 


e In (u? + a?) 


364) fu" sen" *(u/a)du == E sen (u/a)=25 f JE du 
365) Ju" cos"Ku/ajdu= “LE cos"u/a) + dx $ Pra 
366) [u”"tan"(u/aJdu= “4 tan” ad 
) fur tan” (u/a)du = EF tan U(u/a) - 5 $ du 
367) fu” cot”*(u/a)du = un cot=*(u/a) + ml E par 


Integrales con e” 


au 


368) f e*“du= $ 


369) fu e““du= E u 


370) fu? e“du=“ (u?- 24 4 2) 


YO ego 


371) Pao edu = — ue eta 


de + E) 


n nur”! n(n—1ju”— 
dl a 


+ 


con n = entero positivo 


a 


372) [E =1m(u) + 224 684 4. 
373) ES Fdu= + - He du 
374) Mr == nl +qe%) 
375) yl du =2+-w a In | + ar 
o 
1 =1 Pau 
en ayoq ven (ye ) 
o AN EE 
2ay/=pg de eru+a/—q/p 


377) Jer sen (bu) di= e lasentt) peos(bu)] 
378) fe” cos (bu) du = Cata a E A 


au 


a S Edu 


379) f e” Inudu = 


e Inu 
a 


Integrales con In(u). 


) du = uln (u) — u 


380) f In(u 
381) f [In (w)]? du = u [In (u)]? — 2u1n (u) + 2u 


382) f [In (u)” du = u [In (w)]" —n f [In (du 


383) fuln (u) du E [In (u) — 3] 


5 (mu = 5) 


384) aer ln udu = 


aa 


385) f du = a u 


mnu 
u 


386) f Ydu =-— 


sl 
u 


387) f In“ udu= ulnu— 2u Inu + 2u 


n” udu + y 
388) S InTudu = —- 
389) f LL = In (Inu) 


390) f In (u? + a?) du = u ln (u? + a?) — 24 + 2aarctan £ 


391) f In (u? — a?) du = uln (u? — a?) —2u + aln (2 
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+a 
=a 


) 


Integrales con senh(au). Integrales con cosh(au). 


392) f'senh(au)du = coshíew) 406) f cosh(au)du = senb(au) 

393) fusenh(au)du = y coshíau) - senh(au) 407) fucosh(au)du = usenblau) - coshíau) 

394) fu? senh(au)du = (E + 2) cosh(au) — % senh(au) 408) fu? cosh(au)du = — 2ucopleu) + (E + 2) senh(au) 
395) f 2420 qa, = au + E 409) $ 2220 du = Inu + Eo 

396) a a bs 410) f *2E%(0% qq, = —Sostlom) | q y sembla) q, 

397) $ ay = 31m [tanh (S?)] 410) Fo = ten e” 

398) f senh?(au)du = HPhleu)coshlaw) _ u 412) f cosh?(au)du = 4 + Senna) coshlaw) 

399) f usenh*(au)du = usenhi20u) - coshau) - e 413) fucosh”(au)du = e YE EA senh(20w) = coshCau) 

A cri TES 1 

401) f senh(aw) senh(pu)du = *Enbictplu] _ seni(e=p)u] 415) f cosh(au) cosh(pu)du = *erhile=piol 4 sentllaco)u] 


402) fu” senh(au)du = sosbaw) _ 2 fu"! cosh(au)du 416) fu” cosh(au)du = pen) _ 2 fu" senh(au)du 


a a 


403) fsenb”(au)du = aia ajo), ed f senh""?(au)du 417) f cosh”(au)du = Di al L f cosh""?(au)du 


404) Mí senhíau) A a id a — f et) costidu) du 418) Ñ cosh(au) YO a dE Ñ sentías) du 
405) 7 du a — cosh(au) —_n2 du 419) f du senh(au) y 22 du 
senh”(au) — a(n—1)senh”- (au) n-1 J senh”=*(au) cosh”(au)  a(n=1)cosh”=Y(au) n-1 J cosh”=*(au) 


O.  Transtormadas de Laplace: as A ARA 


$(s) F(t) f(s) F(t) 


k 
- k con k= constante g cos(at) 
Ss s2 + a? a 
] 1 et sen(at) 
Pd ¿ E A 
dl (s — b)? + a? a 
1 qn-1 A 
— —— conn=0,1,2,... s$- bt 
gn (n =- 1)! E-Nre e cos(at) 
1 ¿nl 
== NO] con n >0 1 senh(at) 
il a 202 
sa a 
' Ss 
at 

==ú e 372 cosh(at) 

1 ¿nl at bt 

A 0,1,2,... 1 e* senh(at) 

(s — a)” (n—1)! (s — bd)? — a2 a 

1 ¿n=1¿at Pa 

con n>0 ——— e*t cosh(at 

(s — a)” T(n) (s — bd)? — a2 60 

1 sen(at) 1 ¿bt _ pat 

b 

s2 + a? a =D E con a % 


12 


(52 + a2)3 


g2 


(52 + a2)3 


$3 


(s2 + a2)3 


sl 


(s2 + a2)a3 


P(t) 


bebt — gent 


b 
E con a 4 


sen(at) — at cos(at) 
2a3 


tsen(at) 
2a 


sen(at) + at cos(at) 
2a 


cos(at) — hat sen(at) 


tcos(at) 


at cosh(at) — sinh(at) 
2a3 


tsenh(at) 
2a 


senh(at) + at cosh(at) 
2a 


cosh(at) + 3at senh(at) 


tcosh(at) 


(3 — a?t?2) sen(at) — 3at cos(at) 


8a5 


tsen(at) — at? cos(at) 
8a3 


(1 + a21?) sen(at) — at cos(at) 
8a3 


3tsen(at) + at? cos(at) 
8a 


(3 — a?1?2) sen(at) + 5at cos(at) 


8a 


(s2 + a2y3 


352 — a? 
(52 + a2)3 


sé — 3a2s 
(52 + a2)3 


si 6a02s + a1 


(s2 + a2)4 


F(t) 


(8 — a?12) cos(at) — 7at sen(at) 


¿8 cos(at) 


t9 sen(at) 


24a 


(3 + a?12) senh(at) — 3at cosh(at) 


8a5 


at? cosh(at) — tsenh(at) 
8a3 


atcosh(at) + (a2t2 — 1) senh(at) 
8a3 


3tsenh(at) + at? cosh(at) 
8a 


(3 + a?12) senh(at) + 5at cosh(at) 
8a 


(8 + a?t2) cosh(at) + 7atsenh(at) 
8 


? senh(at) 
2a 


$e cosh(at) 


¿ t9 cosh(at) 


t9 senh(at) 
24a 


at/2 t £ 4 
E (so v3a + V3 sen NN - id) 


E ett y 2e0t/2 cos y Bat 

3 2 
—at/2 

e EE A vV3at en, 0 V3at 
3a2 2 2 
—-at/2 t 

y a (Viso Y3 - v3at + pst] 

a 
z (.: + 2e7 9/2 cos — 


e ( sen(at) cosh(at) — cos(at) senh(at)) 


sen(at) senh(at) 
2a? 


Z ( sen(at) cosh(at) + cos(at) senh(at)) 


cos(at) cosh(at) 


55 ( senh(at) — sen(at)) 
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F(s) F(t) 


Ss 1 
AE Cm ( cosh(at) — cos(at)) 
2 
1 
> Ss = =l senh(at) + sen(at)) 
% 1 
en — E 3 ( cosh(at) + cos(at)) 
1 e7ot - grat 
Vs +a+vVs+b 2(b— a)v rt? 
1 feryat 
syVs+a ya 
1 ertteoryVat 
Vasa) ya 
Li 1 2 
A at _>__heb”tf bt 
Ea e ( 7 eo tfcer ( va) 
1 
Jol(at 
se+a ola) 
1 
Lo(at) 
s2—a 


A en grados 


2+ 43 


a 


E 


| 
hp 
dE 


(2+vV3) | -(v6-v2) | v6 


S 


ia ais 
E 
E 

E AE MECA CA AN EA 
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Definición 1. Ecuación en Variables Separadas. 
Consideremos la ecuación con forma estándar: 


M(z)dz + N(y)dy =0 (1) 


La solución se obtiene integrando directamente: 


Jartoaz+ [xayay=0 


Definición 2. Ecuación en Variables Separables. 
Las siguientes dos ecuaciones, son ecuaciones en variables separables. 


Ma(2)M(y)dz + Ma(e)N()dy=0 (9) == (09) 6) 


Para determinar la solución de la Ec.(2), se divide La solución de la Ec.(3), se obtiene al dividir entre 
la ecuación entre: M2(1)N1(y), para reducirla a la g9(y) y multiplicar por dx, para reducirla a la ecua- 
ecuación en variables separadas: ción en variables separadas: 


M; (x) 
Ma(x) 


ahora sólo se integra directamente: ahora sólo se integra directamente: 


A zpu= [tam +0 


Ma(x) N(y) 


Definición 3. Ecuación Lineal. 
La ecuación lineal tiene la forma general: 


a(=)y' + b(w)y = g(z) (4) 
a(x), se llama coeficiente principal. La Ec.(4) se tiene que dividir entre a(x) para obtener la forma estándar: 
y" +P(x)y = Q(z) (5) 


La Ec.(5) tiene a 1 como coeficiente principal y a partir de aquí se obtiene la solución de la Ec.(4), LA SOLUCIÓN ES: 
= jj Plx)jde P(x)jdx 
y(2)=e qe / a $ Qlajda +0 


Si Q(u) =0, la solución es: 


= [| P(zx)jdx 
y) = 0070 
. $ Plejdz E 
El termino e se llama Factor Integrante de la ecuación. 
Definición 4. Ecuación de Bernoulli. 
Tiene la forma: 
y +P(a)y = Qlo)y” (6) 


con n 40 y n24 1, n puede ser positivo o negativo. Con el cambio de variable z = y7"*!, la ecuación de Bernoulli se reduce a 
la ecuación lineal: 


2 +(=n+1)P(0)2= (=n+1)0(2) (7) 


al resolver la Ec.(7), se obtiene que LA SOLUCIÓN DE LA Ec.(6) DE BERNOULLI ES: 


—= | (—n P(x)dx —n P(zx)dx 
y "He HEr+DPl) Enea +1) P (0) Qlajda + C 
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Definición 5. Ecuaciones Exactas o en Diferenciales Totales. 
Consideramos la ecuación: 


M(x, y)dx + N(x, y)dy =0 (8) 
donde se cumple: M, = N,. La solución se obtiene de calcular: 
i) u=/[M(e,y)de, ii) v= f[N(e,y)—wyldy 
ii) calculamos: uy iv) La solución general implícita es: u+v=C 


Definición 6. Factor Integrante. 
Consideremos la ecuación: 


M(z,ydx + N(z, y)dy =0 (9) 


donde M, 4 N,. Para determinar la solución de esta ecuación, se tiene que reducir a una ecuación exacta; así que primero se 
debe calcular uno de los dos posibles factores integrantes: 


1) pa) = el Ha 2) (y) = el Er 


segundo se multiplica la Ec.(9) por el factor integrante que exista y se obtiene la ecuación exacta: 


HM(x, y)dx + uN (x, y)dy =0 (10) 
la solución de la Ec.(10), que ya se sabe resolver, es la solución de la Ec.(9). 


Definición 7. Función Homogénea. 
Se dice que una función f(x, y) es una “función homogénea de grado n” respecto a las variables x e y, si para cualquier valor 
real A se cumple la propiedad: 


F(xA, yA) = MA" f(z, y) 


donde n € R. En particular, cuando n = 0 se tiene una función homogénea de grado cero, se cumple que: 


F(xA, yA) = fx, y) 


Definición 8. Ecuaciones Homogéneas de Grado Cero. 
Consideremos las ecuaciones: 


M(z,ydx + N(z, y)dy =0 (11) 
Sl = 50,9 (12) 


Se dice que la Ec.(11) es homogénea de grado cero, si tanto M(x, y) y N(z, y) son funciones homogéneas del mismo grado. 


La Ec.(12) será homogénea si f(x, y) es una función homogénea de grado cero. Las Ecs.(11) y (12) se transforman en ecuaciones 


en variables separadas al utilizar los cambios de variables: u=% y  v= E 


Si N es algebraicamente más sencilla que M, se elige u= 2. Si M es algebraicamente más sencilla que N, se elige v = o 


A) Con el cambio de variable u = 2. 


“3 La Ec.(11) se reduce a la ecuación en variables separadas: 


N(1,u) du N(1,u) 
a M(1,u) +uN(1, u) 


du=0 la cual se integra directamente S u=C 


M(1,4)+uN(, u) 
la solución de la Ec.(11) se obtiene al sustituir nuevamente u por 2 en el resultado de la integral. 


“3 La Ec.(12) se reduce a la ecuación en variables separadas: 


du dz 
flu—u x 


la solución de la Ec.(12) se obtiene al sustituir nuevamente u por % en el resultado de la integral. 


la cual se integra directamente 
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B) Con el cambio de variable v = se 


“3 La Ec.(11) se reduce a la ecuación en variables separadas: 


d M(v, 1 M(v, 1 
ls (m1) dv=0 la cual se integra directamente dy (1) dv=C 


y  N(v,1)+vuM(v,1) y S N(v,1) +0M(v, 1) 


la solución de la Ec.(11) se obtiene al sustituir nuevamente v por y en el resultado de la integral. 


La Ec.(12) se reduce a la ecuación en variables separadas: 


du _ dy 


1 
Ten o" Y 


la cual se integra directamente 


la solución de la Ec.(12) se obtiene al sustituir nuevamente v por y en el resultado de la integral. 


I. WRONSKIANO. 


Yi Y2 ... Un Renglón de las funciones. 
Y Yo ... Ya Primera derivada de las funciones. 
Yo Yo ... Y Segunda derivada de las funciones. 
Wly1, Y2,---,Yn] = 
yn yb ... yen Derivada de orden n — 1 de las funciones. 
e Si el Wl[y1, ya, ...,Yn] = 0, entonces, el conjunto de funciones (yy, Ya, ...,Yn ) es linealmente dependiente (LD). 
e Si el W[y1,ya,...,Yn] 4 0, entonces, el conjunto de funciones [y1, Ya, ...,Yn ) es linealmente independiente (LI). 


(1) CÁLCULO DE ya(x). Ecuación Auxiliar. 
Primero. Dada la ecuación: 


ay” +aniy 0D + +24" + a1y' + a0y = g(x) 
establecer la ecuación homogénea asociada: 
any + ap y DA +94" + a1y' + 00y =0 
Segundo. Establecer la ecuación auxiliar: 
an mM” + m4... +asmt+ajm+ay=0 


la Ec.(15) es un polinomio de grado n, en la variable m. Al resolver este polinomio se pueden tener: 


x*x raíces reales y diferentes x*x raíces conjugadas complejas, y 
x raíces reales repetidas x*x raíces conjugadas complejas repetidas 


Por esta razón y,(x) consta de cuatro partes: y, (2) = yi(1) + yo(x) + ya(x) + ya(x), ¡¡ no necesariamente existen los 


cuatro casos !! 


Caso i. Raíces Reales y Diferentes, y1 (1). 


Sean m1, ma, m3,... las raíces reales y diferentes de (15), entonces, una parte de y,(x) se escribe como: 
yla) = Ce? 4 Cge 274 Ogermot... (16) 
Caso ii. Raíces Reales Repetidas, ya(u). 
Sean m =mj] = ma = m3 = Ma4:-+ las raíces reales repetidas de (15), entonces, otra parte de y, (1) se escribe como: 
ya(x) = Cie" + Cae”? + Ogaternt 4 Caatemt... (17) 
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(2) 


Caso iii. Raíces Conjugadas Complejas, y3(1). 
Sean mi = 01 + f12, ma = 492 + Pai, m3 = 03 + Bat, ... las raíces complejas conjugadas de (15), entonces, otra parte 
de y, (x) se escribe como: 


ya(a) = et" [C, cos(Bru) + Ca sen(B12)]+ 
e027 [Ca cos(Bax) + Ca sen(B2x)] + 
en7 [Cs cos(B3x) + Cosen(B3x)] +--- (18) 


Nota: Obsérvese que se toma el valor positivo de P en todos las casos. 
Caso iv. Raíces Conjugadas Complejas Repetidas, ya (1). 


Sean m, = a+ fi = ma3=0+6 = m3=a+6i =-»- las raíces conjugadas complejas repetidas de (15), entonces, 
otra parte de y,(x) se escribe como: 


ya(x=) = e** [C; cos(Bu) + Ca sen(Bu)] + 
xe"*[C3 cos(Bx) + Ca sen(Bx)] + 
a?eor [Cs cos(Bu) + Cosen(Ba)] +--- (19) 
Nota: Obsérvese que se toma el valor positivo de P en todos las casos. 
e CONJUNTO FUNDAMENTAL DE SOLUCIONES (CFS). Sean y1,Ya,..-,Yn, N Soluciones LT de la Ec.(14). Entonces el 


conjunto [y1, Ya, ...,Yn y) se llama Conjunto Fundamental de Soluciones para la Ec.(14). 


CÁLCULO DE SOLUCIONES PARTICULARES Yp(1) PARA LA EC.(13). 


Primer Método: Coeficientes Indeterminados. 
La solución yp(1) depende de la forma que tiene g(x). Por esta razón se utiliza la siguiente tabla: 


si g(x) es entonces yp(x) se propone como 

k — cte A 

ant” +anir 14. «das a+ a9 | Ani”? + Apn-12771 4-4 A22? 4 Aro + Ao 
cos(ax) Acos(ax) + Bsen(ax) 

sen(ax) Acos(ax) + Bsen(ax) 

¿az Aeoz 


Si g(x) es una multiplicación de las anteriores formas, yp(u) se propone como una multiplicación de las 

respectivas yp (1). 
Una vez propuesta yp(1), se debe calcular la solución general homogénea y, (1) y verificar que los términos de yp(1) no 
aparezcan en y,(x1); pero si algún término de y,(x) aparecen en y, (1), entonces, se deberá multiplicar dicho término 
por zo 220 2%... o por alguna potencia 2”, hasta que dicho término de la solución particular y,(1) no aparezcan 
en la solución y,(x). Después yp(u) debe derivarse según las derivadas que aparecen en la Ec.(13); ya calculadas las 
derivadas, se sustituyen en la Ec.(13) para comparar coeficientes y determinar sus respectivos valores. 


Segundo Método: Variación de Parámetros. 


Cuando el término independiente g(x) no tiene la forma de alguno de los de la tabla de coeficientes indeterminados, 
es cuando se utiliza variación de parámetros. 


Se debe determinar el conjunto fundamental de soluciones (CFS) de la ecuación homogénea asociada (14). En general, 
una manera de determinar un CFS para la Ec.(14), es a partir de la solución general homogénea y» (1) = Ciy1(x) + 
Cayalu) + Cayzla) +--- +Cryr(x), el CFS es: 


tyi(z), ya(2), ya(z), iS yy; (2)) 
Primero.Sólo se trabajará con EDO-LOS de segundo y tercer orden. Entonces se deben determinar los conjuntos 


fundamentales de soluciones [y (1), ya(x)) o [yi(x), ya(x), ya(x) , según se trate de una EDO de segundo o tercer 
orden respectivamente. 
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II. 


Segundo. 
Caso i. Ecuación de segundo orden. 
La solución particular tiene la forma: 
Yp (2) =UY1 + U2Yya 


donde: 
y —9(2)y ' —9(2)Y2 
YU = TF» ul = == diu 
 Wlyi ya) ] Wly1, ya] 
y glo)yr / g(2)y 
A = — dd 
e Wly1, ya] E Wly1, ya] ES 


Caso ii. Ecuación de tercer orden. 
La solución particular tiene la forma: 
Yp(2) =ULY1 + U2Ya + Uzyz 


donde: 
, — 9(2)ly2Yz — Y3Y2 eE 0 g(2)[y2Yz — Y3Ya] d 

E ua = | == 

Wly1, ya, ya) W [y1, ya, ya] 
Jo g(u)[-YiYs + YaY pa J ate) ys + yaya] y, 

Wly1, ya, ya] Wly1, ya, ya] 

di ole) ly — Ye] E ' g(z)lyya — Y2Y1] y. 
Wly1, ya, ya) W [y1, ya, ya] 


Finalmente la solución general de la Ec.(13) se obtiene de sumar y, (u) y las yp(x) obtenidas por coeficientes indeterminados 


y/o por variación de parámetros. 


Transformada de Laplace .2. 


La transformada de Laplace de una función f(t) existe si f(t) es seccionalmente (por tramos) continua en [0, oo) y es de 


orden exponencial. 


21)=/ TON” 


una vez calculada la integral, representamos por F(s) a 2 f£(6)). 
Y en general: Z[g(t)+ = G(s), LLh(t)) = H(s),... 

Propiedades de la Transformada de Laplace. 
e La transformada de Laplace es lineal porque: 


LAKf()) KZLF(O) 
Likif(t) + keg(t)j = kiLif(t)) +k2.21g(t)) 


donde: k, ki, y ka son constantes. 


e Transformada de una Derivada. 


Lily) = Y(s) 
Lily) = sY(s)-—y(0) 
Lily) = sY(s)— sy(0) — y'(0) 
Lily") = sY(s) — s”y(0) — sy'(0) — y”(0) 
LY) = sSY(s) -s"y(0) sy (0) => —sy=2(0) —ye=D(0) 
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TIT. 


e Primer Teorema de Traslación o de Desplazamiento: 
Le" f(t)) = F(s-a) 


Primero identificamos el valor de a y se calcula .2/f(t)) = F(s). Segundo se calcula F (s)| 
Llei f(t)) = F(s—a). 
e Función Escalón Unitario de Heaviside, denotada como Y (t— a) o H(t— a). 


0, 0O<t<a; 


nu) =W00)=| ls 


e Función por partes en términos la función escalón unitario. Sea 


fit) 0<t<a 

 ) fat) a<t<b 

OS dee 
fat) t>cC 


s=s—a? 


y así se cumple que 


entonces: 0 =A0%( + [£2(0) —- A) YU (ta) + [f3(t) — f2(0)] (tb) + [fa(t) — f3(t)] Y (tc) 


e Segundo Teorema de Traslación: 
LOU EL IO a) 


Primero se identifica el valor de a y f(t). Segundo, se calcula f(t)| CA 


que L(f(0% a) = el Ola) 


Transformada Inversa de Laplace .27!. 


. Tercero se calcula .£ ( 


Hol) Y así se tiene 


Sea F(s) la transformada de Laplace de alguna función f(t). Entonces, se dice que f(t) es la transformada inversa de 


Laplace de F(s), y se denota con ZU F(s)) = f(t). 


e La Transformada Inversa de Laplace es Lineal porque: 


L UKkEF(S) KZ UHE(S) 
LUkF(S+k2G(9) = k2L UF(S))+k2.2UG(s)) 


donde: k, ki, y ka son constantes. 


Propiedades de la Transformada Inversa de Laplace. 


e Forma Inversa del Primer Teorema de Traslación. 
ZA F(s=a)) =e*f(t) 
e Forma Inversa del Segundo Teorema de Traslación. 


L He *r9)= Y a 


ios 


Primero identificar el valor de a y F(s). Segundo calcular 2H F(s)) = f(t). Tercero evaluar 
os A AN Y A. 


) pedE 
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F(t) [aa 


y así se tiene que 


